34.1% | 34.1%

2.2% 13.6% 13.6% 2.2%
0.15% 0.15%

Bondor Cosmina

Variabile aleatoare, distributii
de probabilitate 5 xvowtence



Obiectivele cursului

Dupa parcurgerea acestui curs studentii vor putea:

* sa realizeze o esantionare in scopul de a obtine un esantion
reprezentativ al populatiei tinta intr-un studiu

* sa identifice posibile erori de selectie

* sa determine distributia de probabilitate a unei variabile aleatoare
finite pe baza unui scenariu dat;

* sa identifice caracteristicile distributiei normale si vor putea calcula
diferite valori numerice asociate acestei distributii.

Legenda de tinut minte pentru pasionati ! important pentru intelegerea notiunilor ce urmeaza a fi prezentate



Obiectiv: Prevalenta obezitatii in populatia Romania

e Cum realizam studiul? cantarim toata populatia tarii
* nu putem, costuri mari, timp indelungat, lipsa de personal etc.
e dar putem sa cantarim 2000 de persoane

Esantion




Esantion

* ne da o idee asupra intregii populatii
* ne da o idee despre cum arata dispersia si forma datelor

e de ce e importanta forma?
e compararea a doua grupuri

Vanzarile de iod anul trecut Vanzirile de iod anul acesta
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De ce sa studiem esantioane in locul intregii populatii?

Se studiaza esantioane in locul intregii populatii
* Mai rapid
e epidemie COVID-19, e nevoie rapida de solutii
* Mai putin costisitor
* Mai putin periculos
* intreaga populatie primeste un tratament nou netestat inainte

e Concluzii mai precise
* multi investigatori, multe masuratori — probabilitate mare de eroare




Populatia

e din punct de vedere
* statistic
e 0 colectie de elemente care au aceeasi caracteristica
* in domeniul sanatatii
* pacienti
* unitati spitalicesti



Exemplu

— selectam persoane de pe strada

10000 de

persoane din Fumati? 35 % Da

Cluj-Napoca

Generalizarea: in Cluj-Napoca probabilitatea ca o persoana sa fumeze este 0,35
Avem 35% fumatori? -
Cand se poate realiza?



Exemplu

— selectam persoane de |la sala de gimnastica

10000 de

persoane din Fumati? 10 % Da

Cluj-Napoca

Selectia influenteaza rezultatul!

Ca sa realizam o aproximatie corecta a frecventei fumatului in populatia tinta - -
selectam un esantion reprezentativ pentru populatia din Cluj-Napoca



Eroare (bias) de selectie

* EX.

 obiectivul - numarul de fracturi in populatia generala intr-un an
* selectie de indivizi de la clubul de ski

 obiectivul — numarul de persoane cu infertilitate masculina

 selectie de barbati care vin la laborator sa testeze infertilitatea
* acestia suspecteaza ca sunt infertili




Avem nevoie de un rezultat fiabil si valid
Cum facem selectia?

Metode de esantionare

Esantion reprezentativ pentru populatie



Selectie aleatoare




Selectie aleatoare

* Fiecare individ din populatie are aceeasi pobabilitate de a fi selectat in
esantion

* Ex. Mergeti la primarie. Luati toate CNP-urile — extrageti aleator




De ce selectie aleatoare?

* Micsorarea/eliminarea erorilor experimentale =
micsorarea/eliminarea biasului de selectie

* |a selectia aleatoare

probabilitatea de a selecta un esantion
reprezentativ e mai mare decat probabilitatea
de a selecta un esantion nereprezentativ




Chiar daca selectia este aleatoare

* exista o probabilitate mica sa avem la selectie un esantion nereprezentativ

* Ce putem face?
* studiile sunt replicate
 daca rezultatele sun consecvente Tn mai multe studii = evidente medicale




Esantionare

Inferenta

Populatie tinta — populatia la care se doreste generalizarea rezultatelor studiului
Populatia de esantionare - populatia din care a fost extras esantionul




Conditia inferentei esantion = populatie

Selectia aleatoare



e Cand folosim termenul ,,esantion” in contextul cercetarii medicale l
* vom presupune ca esantionul a fost selectat aleator intr-un mod corect )




Metode de esantionare

Prlobabilisticé: fiecare subiect din populatie are o probabilitate cunoscuta de a fi
selectat

* Esantionare simplu randomizata
* Subiectilor li se atribuie un numar
* Se extrag numere aleatorii din lista

* Esantionare sistematica
e tot al k-lea individ se alege pentru a fi inclus in esantion

* Esantionare stratificata

* Populatia este impartita in straturi dupa insusiri care nu sunt echiprobabile, dar care pot influenta
obiectivul studiului, se extrage aleator din fiecare strat

* Esantionare de tip cluster
e Cluster=arie delimitata geografic
* Delimitarea clusterelor, selectarea aleatorie a clusterelor
» Selectare aleatorie a subiectilor din fiecare cluster selectat




* fiecare subiect are o probabilitate
egala de a fi selectat

* Cum se realizeaza?
 Subiectilor li se atribuie un numar
* Se extrag numere aleatorii din lista




Elsa nt|ona re a | eatO r|e SI m p | é =RANDBETWEEN(1,451)

. o a a . . ’ E439_| F
* Dorim sa luam la intamplare 20 de studenti din E
anul | medicina, total 450 de studenti 151
373
* Numerotam studentii cu numere de la 1 1a 451 65
71
* Folosim in Excel functia RANDBETWEEN 22
45
355
* ce facem cu numerele duble? e

e esantionare cu/fara inlocuire 70
24

236
250
377
108
291




Esantionare sistematica

* tot al k-lea individ se alege pentru a fi
inclus in esantion.

e Pentru N = 20, esantion de 5 indivizi,
k=20/5=4

1. Se extrage aleator punctul de start

2. Tot al 4-lea individ va fi selectat

* Nu se recomanda
* Tn cazul datelor ciclice

e ex. cazuri din clinica de ginecologie
e sarcinile ectopice apar in general

Pty ° ° ® ° ®
primavara w w w w
4 8 12 i3 II 20

Esantion de 5 subiecti -




Esantionare stratificata

* Populatia este impartita in straturi dupa insusiri care nu sunt
echiprobabile, dar care pot influenta obiectivul studiului

* ex.
e categorii de varsta
* gen

* Se extrage aleator din fiecare grup cate un esantion in functie de cat de
reprezentativ este stratul respectiv




Esantionare de tip cluster

* Cluster= arie delimitata geografic

* Pas 1. Selectarea aleatorie a clusterelor
* Pas 2. Selectare aleatorie a subiectilor din fiecare cluster

e Ex. in studii multicentrice

e cluster
* fiecare unitate spitaliceasca
e fiecare cabinet medical
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Metode de esantionare

Non-probabilistica: probabilitatea unui individ de a fi selectat este necunoscuta

* Convenient:
* Participantii sunt selectati doarece sunt accessibili

* Bulgarele de zapada:
 Subiectii inclusi in studiu vor aduce alti potentiali participanti
* ex.
* membrii ai aceluiasi grup
* activitati commune

e Deliberat
* Grup de tehnici de esantionare care au la baza gandirea cercetatorului
* ex.
* esantionarea cu variatie maxima,
* esantionarea cazurilor extreme,
* esantionarea realizata de experti




Esantionarea non-probabilistica

* de multe ori - Reflecta erorile de gandire ale cercetatorului

e poate duce la rezultate
* subiective
* eronate

* au un posibil bias de selectie

* nu putem estima erorile de esantionare



Recensamant

 Recensamant
 participa toata populatia — nu necesita inferenta statistica
* se aplica metode ale statisticii descriptive



Variabila aleatoare,
distributia de probabilitate




Esantioane aleatorii

Masuratori

Rezultatul imprevizibil
Rezultatul =




Probabilitatea ca
sa Se nasca un
copil de sex

masculin=0.5
(50% dintre
cazuri)

Experiment

Tn 100 de familii cu 4 copii 7l



In 100 de familii cu 4 copii?

Selectam aleator 100 de familii cu 4 copii:

Numar 1 Total
de baieti
4 29 40 24 9 100

Nr. de
familii

 Numarul de baieti intr-o familie — Variabila aleatoare
* 0 baietiin 4 familii 1 baiat in 29 de familii

e 2 baietiin 40 familii 3 baieti in 24 de familii

e 4 baietiin 9 familii



Distributia de probabilitate obtinuta empiric

Numim distributie de probabilitate a variabilei X numarul de aparitii
a valorilor posibile a variabilei X

Numar de 1 Total
baieti
Nr—defamili 4 29 40 24 9 100

Probabilitatea 0,04 0,29 0,40 0,24 0,09 1

 Numarul de baieti intr-o familie — Variabila aleatoare



Distributie de probabilitate

Frecventele de aparitie a valorilor unei variabile aleatoare

—>sumarizate intr-o distributie de frecvente =
= distributie de probabilitate



Cum calculam distributia de probabilitate?

* Empiric
e esantion, apoi inferenta
* Teoretic
* Formula
* Regula
e Aproximare cu o distributie de probabilitate teoretica cunoscuta




Ex. Distributia de probabilitate teoretica a
numarului de baieti in familiile cu 4 copii

Probabilitatea 0,0625 0,25 0,375 0,2 0,0625 1,0

* Cum a fost calculata?
* modelata dupa asteptari,
* un comportament “normal” = neinfluentat de diversi factori



Daca ne intereseaza acelasi obiectiv la clinica de infertilitate

* Familii cu gemeni:

Numarul Total
de baieti

0,50 0,50




Cazul discret — Cazul continuu

* Analog, dar oo




Cazul discret

Cazul continuu

fo A

Aria de sub curba

/_>P;'(%{:X{b}

;,,'




Cazul continuu

* In cazul unei variabile aleatoare continue X, se considera o functie f:R—R
numita densitate de probabilitate, care are proprietatile:

fo A " | Pr(a<X<b)

f(x) >0, ¥V xeR




Cum aflam distributia de probabilitate?

Daca variabila e finita
Empiric — experiment — distributie de frecvente

Daca e co?

| suntem norocosi - gasim
Formula
Regula

Daca nu suntem norocosi:

Modelam (aproximam) dupa o distributie teoretica de
probabilitate (cunoscuta — una la care am fost norocosi)




Uniform
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* Au o functie cunoscuta, medie si deviatie standard deductibila

Akshay S. Understanding Different Types of Distributions You Will Encounter As A Data SC|ent|st



Principalele legi de distributie

(BERNOULLI)
legea POISSON

legea normala sau legea
LAPLACE-GAUSS

l legea STUDENT (t)

’ legea y2 a lui PEARSON

:
legea F a lui FISHER.

probabilitatea unei variabile de tip succes/esec. De cate
ori apare evenimentul intr-un numar dat de trialuri

probabilitatea evenimentelor rare

probabilitatea unui eveniment in cazul variabilelor
continue

probabilitatea unui eveniment in cazul variabilelor
continue

sume de patrate a unor variabile independente normal
distribuite

comportarea catului a doua variabile cu distributie Hi-
patrat




Simboluri utilizate frecvent in inferenta
statistica

Simbolul pentru Simbolul pentru

parametru statistica

calculat pe calculata pe

populatie esantion
Media m X
Deviatia standard o S
Proportia T p




LEGEA NORMALA

e variabila aleatoare continua

@r e
raNg®” -
[ %
A

“

 functie de probabilitate - alura de clopot
1777-1855

e curba normala
e curba lui Gauss

e Aceasta distributie depinde de doi parametri:
* media aritmetica u
e abaterea standard (varianta) o

e densitate de probabilitate:




LEG EA NORMALA Aria de sub curba este 1, ca la

orice distributie de probabilitate

J(x)

Punct de

/ inflexiune

Punct de

inflexiune \
I
g o
|

|
|
|
i

() H—-C U U+0o

o deviatia standard (varianta) este distanta dintre medie si punctul de inflexiune
(acolo unde curba se schimba din concava in convexa)




Transformarea 7

e cand media aritmetica a unei distributii # O si varianta # 1

Pasul 1. Mutam distributia 1n sus sau in jos pe linia numerica, astfel
incat media sa fie 0, adica X — u

Pasul 2. Ajustam distributia fie mai larga, fie mai ingusta /o

X—U

0}

7 =

numit si scor z, o abatere normala



Distributia normala standardizata

O distributie normala cu u=0 si c=1.
X —
z=2"F

O
Formula distributiei z:




Vs

34.1%

2 99 13.6%

0.15%

34.1%

13.6%

2.2%

0.15%

-3 -2 -1 0

 Cati subiecti sunt peste 07?

e Cati subiecti suntintre O si 17?

e Cati subiecti sunt peste 2 (doua deviatii standard)?




Proprietati:
* punct de maxim este media aritmetica
media aritmetica = modul

* simetrica fata de media aritmetica

media aritmetica = mediana




Proprietati:

/N

/N

/N

n interva
n interva
n interva

medie * abatere standard - minim 68,2% din observatii;
medie + 2 * abatere standard - minim 95,4% din observatii;
medie + 3 * abatere standard - minim 99,7% din observatii.

2.2% 13.6%

0.15% 0.15%
p— 30 pu—20 p-o  u uto wu+20 u+ 3o
68.2% j
95.4%

99.7%




Exista tabele cu aceste valori, exista functie in Excel care
intoarce aceste valori, nu este necesar sa stim sa le

\J °
| Nt e ba I calculdm, insa aceste doua valori sunt de retinut, vom
face estimari cu 5% eroare (vezi cursurile viitoare)

* Care valoare a lui Z divide aria in 95% si 5%? Z_, = 1,645
* Care valoare a lui Z divide ariain 97,5% si 2,5%? Z, = 1,96




n pop

n mod normal

ulatie

i3 y,—|2cr f il JL o el MR e b e | B AT

* Aproximativ 95,4% din distributia de probabilitate - cuprinsa in
intervalul medie +/- 2 o (abaterea standard-populatie)

* 95% din distributia de probabilitate - cuprinsa in intervalul medie +/-

1,96 0



Colesterolul - distribuit normal cu n=160 si 6=15 dL/mg. Exe reitil

1. Care valoare a Colesterolului divide aria de sub curba in 95% si 5%?
1 645 X —160
P 645 = ——
/ = 1,645*15=X-160
24,675=X-160
X=184,675

1.645

2. Care valoare a Colesterolului divide aria de sub curba in 97.5% si 2.5%7

1%_)(—160
715

1,96*15=X-160
29,4=X-160

X=189,4




Aplicatii: Cum este distributia datelor?

Daca aceste conditii sunt indeplinite
* media = mediana = modulul
* simetria= 0
* boltirea = 0
 cvartilele 1 si 3 simetrice fata de media aritmetica

Tn intervalul medietabatere standard 3 minim 68,2% din observatii;

In intervalul mediet2*abatere standard 3 minim 95,4% din observatii;

In intervalul mediet3*abatere standard 3 minim 99,7% din observatii,

e atunci distributia datelor obtinute empiric se apropie de distributia
normala




Exemplu — Seria 1




Histograma
* Media aritmetica = 50 ..,:
* Mediana =50 E:
* Modul—nu are g
* Deviatia standard =47,70 : 0 0 0
e Cvartilal = 4,5 u 0-20 21-40 4160 61-80 81-100
e Cvartila3 = 95,5 Clase de frecventa

* Simetria = 0,0002
e Boltirea =-2,29

Ne arata diferente

mari fata de
distributia normala




Seria 1 Histograma

Frecventa
[=] bt (5] [51] = w (=1} -l (=] w

0 0 0

0-20 21-40 4160 61-80 81-100
Clase de frecventa
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* Media aritmetica = 50
e Deviatia standard =47,70
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Histograma

Frecventa
=T e e e "L - R~ R -]

i) ] 0

0-20 21-40 4160 61-80 81-100
Clase de frecventa

— 16

* Media aritmetica = 50
* Deviatia standard =47,70

 Media - deviatia standard =50-47,7=2,3
 Media + deviatia standard =50 + 47,7 = 97,7

 intervalul media * deviatia standard = [50-47,7; 50 + 47,7] =1[2,3; 97,7]

\



)

* Media aritmetica = 50
* Deviatia standard =47,70

Media * deviatia standard = [50-47,7; 50+ 47,7] = [2,3; 97,7]

- 16
* Inintervalul [2,3; 97,7] sunt 10 date, adica 62,5% din date

10/16*100 = 62,5

k



Seria 1 o _ ] ] o
-~ Ca sa fie distributie normala:

1

1 in intervalul media % deviatia standard sunt minim 68,3% din date
2

3

5

6

6

7

93 ~ * Media aritmetica = 50

94 * Deviatia standard =47,70

94

2e * Media + deviatia standard = [2,3; 97,7]

z; * |nintervalul [2,3; 97,7] sunt 10 date, adica 62,5% din date
98

100



Seria 1 o _ ] ] o
-~ Ca sa fie distributie normala:

1

1 in intervalul media % deviatia standard sunt minim 68,3% din date
2

3

5

6

6

7

93 ~ * Media aritmetica = 50

94 * Deviatia standard =47,70

94

2e * Media * deviatia standard = [2,3; 97,7]

z; * |nintervalul [2,3; 97,7] sunt 10 date, adica 62,5% din date

98 62,5% < 68,3%, deci distributia nu este normala

100 -



-45,39 — date medicale
negative nu prea are sens

— 16

Medie + 2*deviatia standard = [50-2*47,7; 50+2*47,7] = [-45,39, 145,39]

in intervalul [-45,39; 145,39] sunt 16 valori, e.g. 16/16 = 100% dintre date




Seria 1 o _ _ ] o
Ca sa fie distributie normala:

1

1

2 in intervalul media + 2*deviatia standard sunt minim 95,4% din date
3

5

6

6

7

- 16

- Medie + 2*deviatia standard = [50-2*47,7;, 50+2*47,7] = [-45,39; 145,39]
z: in intervalul [-45,39; 145,39] sunt 16 valori, adica 16/16 = 100% dintre date
97

98

o3 100% > 95,4 proprietatea e indeplinita pentru acest interval

100




Seria 1 o _ _ ] o
Ca sa fie distributie normala:

in intervalul media = 3*deviatia standard sunt minim 99,7% din date

N OO o o W N

16

O OV O OV VU O
0o N U A B~ W

Mean * 3*st.dev = [50-3*47,7; 50+3*47,7] = [-93,09; 193,09] sunt 16 valori,
adica 16/16 = 100% dintre date

¥o)
(0]

100

100% > 99,7 proprietatea e indeplinita pentru acest interval




Seria 1 o _ _ ] o
Ca sa fie distributie normala:

1
1 in intervalul media * deviatia standard sunt minim 68,3% din date
2 in intervalul media + 2*deviatia standard sunt minim 95,4% din date
3 in intervalul media = 3*deviatia standard sunt minim 99,7% din date
5
6
6
7
- 16 Media aritmetica =50
Deviatia standard = 47,70
94 Media + deviatia standard = [2,3; 97,7] cu 10 valori, adica 62,5% dintre date
94
95 Mean + 2*st.dev = [-45,39; 145,39] sunt 16 valori, adica 100% dintre date
97
98 Mean * 3*st.dev = [-93,09; 193,09] sunt 16 valori, adica 16/16 = 100% dintre date
98
100

Distributia nu este apropiata de cea normala




Seria 1
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Exemplu — Seria 2




Media aritmetica = 50
Mediana =50

Modul = multimodala
Deviatia standard = 18,37
Cvartilal=47,5

Cvartila 3=52,5

Simetria = 0,09

Boltirea = 6,81

Histograma

[
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14

[
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[
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[
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Frecventa

=] ] I L= I ]

0-20  21-40 41-60 61-80 81-100
Clase de frecventa

Ne arata diferente

mari fata de
distributia normala




Seria 2
1
44
45
46
48
48
49
50
50
51
52
52
54
55
55
100

Histograma Ca sa fie distrib. normala:

14 Minim 68,3% din date
Minim 95,4% din date
Minim 99,7% din date

[
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e
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[
Fed

[
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Frecventa

L] el - o

0-20 21-40 41-60 61-80 81-100
Clase de frecventa

Media aritmetica = 50
Deviatia standard = 18,37



Seria 2
1

44

45

46

48

48 Media + dev.st = [50-18,37; 50+18,37] = [31,63; 68,37]

49

50

50

51

52

52 in intervalul [31,63; 68,37] sunt 14 valori, adica 16/16 = 87,5% din date
54

55

55

100

Media aritmetica = 50
Deviatia standard = 18,37

16




Seria 2 o o o
. Ca sa fie distrib. normala:

44 Minim 68,3% din date

45
46
48
48
49
50
50
51

16

Media aritmetica = 50
52 Deviatia standard = 18,37
52

54 Media + dev.st = [50-18,37; 50+18,37] = [31,63; 68,37]
55 in intervalul [31,63; 68,37] sunt 14 valori, adica 16/16 = 87,5% din date

55
100 87,5 > 68,3, deci exista minim 68,3% din date




Seria 2
1

44

45 Minim 95,4% din date
46
48
48
49
50

50
51 Media aritmetica = 50

57 Deviatia standard = 18,37

Media + dev.st = [31,63; 68,37] sunt 87,5% din date

- Ca sa fie distrib. normala:

— 16

52

>4 Media + 2*dev.st. = [50-2*18,37; 50+18,37] = [13,26; 86,74] sunt tot 14 date,
= adica 14/16 = 87,5% din date, mai putine decat 95,4%

35 deci seria 2 nu este distribuita normal
100

Media + 3*dev.st. = [-5,11; 105,11] sunt 100% din date



Seria 2
1

44

45 Minim 95,4% din date
46

48

48

49 Media aritmetica = 50
50 Deviatia standard = 18,37

50 16 Media + dev.st = [31,63; 68,37] sunt 14 valori - 87,5% din date

51
52 Media + 2*dev.st. = [13,26; 86,74] sunt 14 valori - 87,5% din date
52

54 Media + 3*dev.st. = [-5,11; 105,11] sunt 16 valori - 100% din date
55

55

100

Ca sa fie distrib. normala:

Distributia nu este apropiata de cea normala




Seria 2
1
44
45
46
48
48
49
50
50
51
52
52
54
55
55
100

Frecventa
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Histograma
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Exemplu — Seria 3




Seria 3
Histograma

1 Media aritmetica = 50 ;
11 Mediana = 50 6
- Modul = 50 2.
26 Deviatia standard = 26,71 Ea
o Cvartila 1 = 34,25 i
45 Cvartila 3 = 65,75 0
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Seria 3
: Histograma Ca sa fie distrib. normala:

11 ; Minim 68,3% din date
24 55 Minim 95,4% din date
29 %: Minim 99,7% din date
36 e X
41 1
45 0
49 0-20 21-40 41-60 61-80 81-100
Clase de frecventa
51
55 Media aritmetica = 50
59 Deviatia standard = 26,71
e Media + dev.st. = [23,28; 76,72] sunt 87,5% din date
Z; Media + 2*dev.st. = [-3,43; 103,43] sunt 100% din date
» Media £ 3*dev. st. = [-30,15; 130,15] sunt 100% din date
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Seria 1

. Histograma
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Distributie — Test statistic




Distributia paranormala

* Multumesc!!!




