Notiuni de statistic _a inferen tiala
Intervalul de incredere (IC)




Variabile aleatoare

Variabila aleatoare = variabila a carei valoare este un numar determinat de un eveniment

asociat unei experiente aleatoare (valorile unei variabile aleatoare sunt mutual exclusive
avand o probabilitate data)

O variabila aleatoare X este o variabila numerica care poate lua diferite valori cu anumite
probabilitati

se noteaza cu majuscule: X, M, N,...Iin timp ce valorile lor sunt notate cu litere mici (x, m, n...)
Probabilitatea ca variabila X sa ia valoarea x: Pr(X=x)=p(x)

Probabilitatea ca variabile X sa ia o valoare mai mica sau egala cu x:

Pr(X < x)=F(x) (functie de repartitie)

Pr(a < X <b) — probabilitatea ca X sa ia valori in intervalul [a, b]

valori reale
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Exemple: variabile aleatoare

Rezultatele unei T R N B B Spatiul fundamental
experiente aleatoare ‘e ‘s . ’ o o g
Variabila aleatoare
— Asociem numere 1 2 3 4 5 6

Distributia de probabilitate

— Asociem probabilitati 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Distributia de probabilitate a unei variabile

= Distributia de probabilitate: multimea (valorilor posibile ale variabilei cu
probabilitatile acestora

ou

= Legea de probabilitate: relatia (matematica) intre valorile variabilei si
probabilitatile lor

= Distributia de probabilitate poate fi discreta sau continua (in functie de tipul
variabilei)

e Distributia de probabilitate discreta: tabel de forma

X1 X2 Xn
X: (Pr(xl) Pr(xy) .. Pr(xn)) unde Pr(x{)+Pr(x;) + .+ Pr(x,) =1
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Distributia de probabilitate discreta vs. continua

o A

ik ]

0.00 002 0.04 0.08 0.08 0.10 012

N

T T T
0 5 10 15 20 25 30

Valori posibile ale variabilei X
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Distributii continue: Legea Normala (lui GAUSS)

Model: N(m, o %), depinde de medie si variatie/deviatie standard

e glicemie, trigliceride..., etc. ]

1, x- o
=( ,U)Z o

1 _20 q -

f =

= Ve €
E(X) =n g -
V(X) = ¢?

Aplicatii: intervalele de incredere pentru medii/frecvent . . . . . .
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Curba Normala (curba lui Gauss

v'Distributie simetrica in jurul mediei

v Intervalul de valori [ -0; 1 +0] contine
aproximativ ~ 68,3 % din valorile distributiei.

v’ Intervalul de valori [u -20; p +20] contine
aproximativ ~95,5 % din valorile distributiei.

v’ Intervalul de valori [n-1,960; pn +1,960]
contine 95 % din valorile distributiei.

v Intervalul de valori [ -306; p +30] contine
aproximativ ~ 99,7 % din valorile distributiei.
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Statistica inferentiala

i Estlmarea |
parametrllor StatIStICI
(necunoscuti) dintr-o

_ populatie

Testarea |potezelor :
statlstlce
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Principii generale

Pentru studiul intr-o populatie P a parametrilor unei caracteristici
oarecare (cantitative sau calitative) adesea este necesar sa se urmeze
procedeul:

1. Se extrage un esantion reprezentativ al acestei populatii.

2. Prin mijloacele statisticii descriptive se descrie distributia
caracteristicii pe esantionul extras:

Calitativa: frecventa observata,
eCantitativa: media si variatia.

3. Prin mijloacele statisticii inferentiale se extind la Intreaga
populatie rezultatele observate pe esantion.
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Cazul unei variabile cantitative

Media teoretica |1 a variabilei X si variatia sa teoretica 0% in
populatia P sunt necunoscute.

» Din populatia P se extrage la intamplare esantionul E

reprezentativ.

» In esantionul reprezentativ E pentru variabila X se observa o
medie m si o variatie s?.

> Se Incearca sa se estimeze valorile necunoscute ale lui p si 02
cu ajutorul lui m si s? observate.

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala

10



Populatia (P): media , 0% asociata unei variabile X

Variabila cantitativa: Indice de masa corporala (IMC)
P

© .o o
u=? © © O

e

Oa
S CEM Y m=29 kg/m? ,
55 e s=2 kglm2 31,19
’ . 26 83 ‘
©
32,4

Care este media Indicelui de masa corporala (IMC) la bolnavii de diabet?
Intr-un esantion de 10 bolnavi, s-au obtinut rezultatele :

28.40; 26.44; 29.49; 31.55; 31.40; 32.47; 24.63; 28.53; 31.19; 26.83
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Statistica inferentiali: ESTIMARI

estimarea unui parametru necunoscut pe o populatie cu ajutorul
statisticilor determinate pe un esantion reprezentativ

Statisticile determinate pe esantion:
Simbolul * este frecvent utilizat

pentru a descrie parametrul ce se N
. . . x e
doreste a fi estimat f=m==2200 02 =5%=

n—1

Esantion (E) de talien

X: variabila de studiu (cantitativa)

x;-valorile lui X masurate de
esantion

N N
D X > (% - p)?
— i=1 2 _ i=1
H=—g 9 ~° N

Extrapolarea (generalizarea) rezultatului la nivelul populatiei
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Cum se obtine esantionul reprezentativ?

Metode de esantionare

e Probabilistica: fiecare unitate ¢ Non-probabilistica: unele unitati

din populatie are o sansa mai ale populatie nu au nici o sansa de a
mare de zero de a fi selectatasi  fi selectate si incluse In esantion
inclusa in esantion 1. Esantionare convenient3

1. Esantionare aleatorie simpla 2. Esantionare de tip bulgare de zapada
2. Esantionare sistematica 3. Esantionare deliberata

3. [Esantionare stratificata

13



Toti indivizii din populatie au aceeasi sansa de a fi selectati in esantion.

Simple Random Sampling

: 'l? Q :H. o
g —

Probability Sampling B QuestionPro

Fiecarui individ i se
asigneaza un numar si
se utilizeaza un proces
automat de selectare a
numerelor pentru a fi
incluse 1n esantion
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Esantionare ALEATORIE simpla

e Subiecti
statistica

extrasi

la Intamplare din populatia

e Fiecare subiect are aceiasi sansa de a fi inclus in

esantion

e Generarea aleatorie a unui set de numere

discrete

e Folosirea functiilor Excel pentru generarea
numerelor randomizate (RANDBETWEEN)
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Toti indivizii din populatie au aceeasi sansa de a fi selectati in esantion.

Esantionarea probabilistica: Esantionare sistematica

Systematic
Sampling

B QuestionPro

o
'

%O Gei -
fopg ey . o

Probability Sampling B QuestionPro

Se alege pentru a fi inclus in
esantion tot al k'¢@ individ.
Pentru N = 2000

Esantionul trebuie sa aiba
5%x2000 =100 -
k=2000/100 = 20

Tot al 20'¢2 individ va fi inclus in
esantion
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Esantionare sistematica

e Este selectat pentru a fi inclus in
esantion fiecare al k-lea element din
structura de esantionare

e Numarul k se obtine impartind talia
populatiei la talia dorita a esantionului

e Se selecteaza prin randomizare
punctul de start (0 - 9)

Esantionul (total treilea individ)
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1 licHied - - ~ i @ (o o
Esantionarea probabilistica: esantionare stratificata [ERAT¥L St

Stratified Random
Sampling

Toti indivizii din populatie au aceeasi sansa de a fi selectati in esantion.

3

7
I

B} = O

-m 7Y

QuestionPro

Probability Sampling B QuestionPro

Populatia este Impartita in grupuri sau straturi mici
(ex., sex, clase de varsta, etnie, etc.) exclusive (care nu
se suprapun) — Se extrage aleatoriu din fiecare strat
cate un esantion.




Esantionare stratificata

* Se fmparte populafia in mai multe |l %4eQ o RIS
subgrupe relevante numite straturi /oo . /e 0'0 o 3.. o .0@@"@.
1 1 - : . . © e ) ‘ @)
* Se constituie esantionul prin extrageri | © 0 Q‘QOOOQ._ ©,°0
aleatoare din straturi 2 e
. . v e ~ Strat 2 o Strat 3 e Strat}}E@ &
* Fiecare strat trebuie sa fi reprezentat in | ~_ ‘@ o % '@ /o
esantion in functie de importanta sa in | / %°. © e, | «. . ® o | @ o
populatie o0’ °%e07  o°0/




Esantionarea non-probabilistica

e De convenienta:
 Participantii sunt selectati doarece sunt accessibili
* Relativ usor
e Bulgarele de zapada:

 Subiectii inclusi in studiu vor aduce al{i potentiali participanti (ex. membrii ai aceluiasi
grup, activitati comune, etc.)
- Deliberata

e Grup de tehnici de esantionare care au la baza gandirea cercetatorului (ex. esantionarea
cu variatie maxima, esantionarea omogena, esantionarea cazurilor comune,
esantionarea cazurilor extreme, esantionarea realizata de experti)

20



- Bulgare de zapada
— § iﬁ

W
Convenience
Sampling

< nllnlnnlﬂn MH‘.‘ aw

tlj Bl QuestionPro ) | - ﬁ mmw i‘:‘ '*:" %ﬂw %
T w -

| l-—-”m<”“ iy piieed

select any members of the population 18 .| | i{ i ﬂ’i‘ mmwﬁwu

[& QuestionPro

who are conveniently and readily
available wrgle 77
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Cazul unei variabile calitative (X)

Frecventa relativa teoretica p a variabilei Y In
populatia P este necunoscuta.

» Din populatia P se extrage la intamplare esantionul E reprezentativ.

> In esantionul reprezentativ E pentru variabila Y se observi o

frecventa f.

» Se Incearca sa se estimeze frecventa teoretica p cu ajutorul lui

frecventei observate (f).
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Cazul unei variabile calitative (Y)

Populatia (2 ): frecventa relativa p (necunoscuta) a variabilei Y
Variabila calitativa: Supraponderabilitate (da,nu)

P p:r)
.. D Esantion (E(:
- Sle . got?s:?vata)
d

® @ ‘o © oI
‘nuda

da
SR el ooo da © 495

Ce proportie dintre bolnavii de diabet sunt supraponderali?
Intr-un esantion de 100 diabetici, 35% au fost supraponderali.
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Tipuri de Estimar:

Populatie
_ (Frecventa relativa p pe populatie: )
Esantion f - estimare punctuala

[Frecven’;a relativa [a, b] - estimare prin interval de
observata (f) \_ incredere Y,
4 Media p pe populatie: )

m - estimare punctuala

[ Media [a, b] - estimare prin interval de

observata (m) < incredere )

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala 25



Tipuri de estimari: estimarea punctuala si

estimarea prin intervalul de incredere

Estimatorul punctual = o statistica a esantionului ce poate estima fara bias
valoarea parametrului pe populatie.
0 Media m esantionului este estimatorul punctual al mediei populatiei p.
0 Frecventa relativa (f) pe esantion este estimatorul punctual al frecventei
relative (p) pe populatie

Intervalul de incredere (engl. confidence interval, notatie: IC) = un interval
marginit de valori [a, b] care va contine parametrul pe populatie cu o
probabilitate ridicata.
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Estimatorul punctual cu bias

respectiv fara bias

e Definitie: Un estimator T al unui parametru 0 pe populatie este estimator
punctual fara bias daca speranta matematica M(T) = 0 (estimarea este corecta),

Exemple:

 media m pe esantion: estimator fara bias al mediei p

M(m) = p
* frecventa relativa f: estimator fara bias al frecventei teoretice p
M(f) =p

e Daca M(T) # 0 (estimator cu bias, estimarea este incorecta),

Exemplu: variatia standard descriptiva (s?): estimator cu bias al lui 0% pentru ca
E(s?) # o2 unde E(s?) = — 0% #0°
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Estimatori punctuali

Media () m
Variatia (0%) . n. ., izq (x; —m)?
S+ = 4 =
n—1 n—1
Deviatia standard (o) S = vS2=deviatia standard de
esantionare
Frecventa relativa (p) f

Notatii: m=media calculatd pe esantion; s? =variatia descriptiva calculatd pe esantion; f=frecventa relativd
observata pe esantion
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Estimatorul punctual vs. intervalul de incredere

e Estimatorul punctual = o singura valoare ce depinde de fluctuatiile de
esantionare si poate fila o distanta mai mare sau mai mica de valoarea

parametrului estimat.

» Este recomandabil sa se estimeze un parametru nu printr-o singura valoare ci
printr-un interval (nu orice interval) ci prin

 intervalul de incredere despre care sa se poata afirma ca va contine
parametrul estimat cu o probabilitate ridicata.

Estimator punctual

Limita inferioara ' Limita superioara

I
>

<
«

Lungimea intervalului de incredere
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Distributia de esantionare

tatistica esantionm
(media sau frecventa)

v

Statistica esantionului

v

Populatia

\ 4

Statistica esantionului

v

Qatistica esantionulyi

Distributia de esantionare a statisticii
Ex.: Media din esantion= variabila aleatoare
->distributia mediilor esantioanelor se numeste distributia de esantionare a mediei.
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TEOREMA LIMITA CENTRALA

e (Cazul unei variabile cantitative:

Distributia mediilor esantioanelor mari (n>30) de talie n, extrase dintr-
o distributie oarecare de medie p si variatie o se poate aproxima printr-o

distributie normala de medie p si deviatie standard o, \7_ (numita eroare
standard notata cu ES).

e Cazul unei variabile calitative:

Distributia frecventelor esantioanelor mari (np sau n*(1-p) > 10) de
talie n, se poate aproxima printr-o distributie normala de medie p si deviatie

standard o= /% (numita eroare standard, notata cu ES).

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala

31



Curba Normala (curba lui Gauss

v'Distributie simetrica in jurul mediei

v Intervalul de valori [ -0; 1 +0] contine
aproximativ ~ 68,3 % din valorile distributiei.

v’ Intervalul de valori [u -20; p +20] contine
aproximativ ~95,5 % din valorile distributiei.

v’ Intervalul de valori [n-1,960; pn +1,960]
contine 95 % din valorile distributiei.

v Intervalul de valori [ -306; p +30] contine
aproximativ ~ 99,7 % din valorile distributiei.

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala
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Intervalul de incredere al mediei

N(H,Gm = \%)

a /2=0,025 a /2=0,025

1,96ES | 1,96ES!

Mediile esantioanelor
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Intervalul de incredere al frecventei

— |P9
= |- )
a /2=0,025 a /2=0,025
af H ; .
P f

Biostatistica & Informatica Medicala
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Intervalul de incredere

* interval marginit [a, b] centrat in estimatorul punctual T al parametrului 6.

* interval care va contine parametrul ® cu o probabilitate de 1 - a:
Pr(a <0 <b)=1-a

* Nivel de incredere (1- a) fixat a priori: de obicei egal cu 0,95 (dar poate fi si
0,90; 0,99).

* Nivel de semnificatie: a=0,05
*Daca aa=0,05=>95% IC: [a; b]

T (m, f sau alta statistica)

9 ‘ b
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Intervalul de incredere

Lungimea intervalului de incredere:
 este cu atat mai mica cu cat volumul esantionului e mai mare.
e variaza in functie de nivelul de semnificatie (a)

e Nu poate fi estimata niciodata cu incredere de 100%.

Interpretare probabilistica:

e Daca toate esantioanele posibile de volum n s-ar extrage din populatie si
mediile si intervalele de incredere asociate ar fi calculate, 95% din intervalele
de incredere contin parametrul pe populatie.

* Interpretare practica: Suntem 95% siguri ca intervalul de incredere [a, b]
contine parametrul (media, frecventa,...) pe populatie.
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Intervalul de incredere al mediei

N(Wopm = \%)

a /2=0,025

a /2=0,025
1,96ES i 1,96ES

m4l-3iostatistica & Informatica Medicala
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Intervalul de incredere al frecventei

a /2=0,025

—

f4 Biostatistica & Informatica Medicala
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ESTIMAREA MEDIEI PE POPULATIE

CAZUL ESANTIOANELOR MARI (n=30)

Za/Z O Zga/Z 4 1
e e m, 7 << m AT, —
- v m — —<u<sm —
o i a/2 \/ﬁ a/2 \/ﬁ
me e BomtZem I \ I
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ESTIMAREA MEDIEI PE POPULATIE

CAZUL ESANTIOANELOR MARI (n>30

e Cel mai frecvent se utilizeaza un prag de semnificatie a = 0,05.
Atunci Z, ,=1,96 si deci intervalul de incredere este:

Deviatia standard
(o) pe populatie ~
este cunoscuta? 0=5 = [7=1S

95% IC: lm 196

S S
, 1,96
Vn—1m+ Vn—1

[m 196\/—ﬁ m+196—] 95% IC:
[ —196— m+196—]
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ESTIMAREA MEDIEI PE POPULATIE

CAZUL ESANTIOANELOR MARI (n=30)
EXEMPLU DE CALCUL

e S-a extras din populatia femeilor din Ro cu HTA un esantion aleatoriu de talie 49.
Media colesterolului a fost egala cu 220 mg/dl, iar deviatia standard de esantionare
S =18 mg/dl.

e Care este estimarea mediei colesterolului la femeile din Ro cu HTA folosind
intervalul de incredere de 95%7?

e Se stie ca m= 220 mg/dl este estimatorul punctual al parametrului necunoscut
(media colesterolului) pe populatie

95% IC: [220 ~1 96F 220 + 1 96—] [215; 225]
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Estimarea unui parametru

medie, frecventa

Interval de
incredere pentru

Media p Frecventa p
pe populatie pe populatie
1- 1-
[f_zm ,f><(n Do [fx(n f)]
o cunoscut si 0 necunoscut 0 necunoscut
n=30 sin=30 sin<30

o
Mm—Zypp—=m+ 2y —

o [ S S S
— m—Z M+ Zy— m—=1tn-1,0/2 == M+ ln-1;0/2 —=
Vn NG a2 T T Laf2 \/ﬁ] l e m‘

[ S S _
entru 1-a =0,95 = Z /, = 1,96 _m —Za/2 ﬁ m+Zy; \/ﬁ] dlstrlb}l‘;la Student (t)-nu face obiectul
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ESTIMAREA FRECVENTEI PE POPULATIE

CAZUL ESANTIOANELOR MARI(np=10 sau n(1-p)>10

fx(1-f fx(1-
100 (1-a)% IC: [f—Za/z\/ x(n );f+Za,2\/ x(n 1E)]
95% IC: [ —],96\/]c x(nl-f) 1 +L96\/]c X(nl_f)]

e f este frecventa relativa observata pe esantion

22/11/2023 Biostatistic

a & Informatica Medicala
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ESTIMAREA FRECVENTEI PE POPULATIE

CAZUL ESANTIOANELOR MARI(np=10 sau n(1-p)=10
EXEMPLU DE CALCUL:

Intr-un esantion aleator de 100 diabetici s-a observat ca 35% au fost

supraponderali.
Care este estimarea prevalentei supraponderabilitatii pe populatie folosind

intervalul de incredere de 95%?

Solutie: {=0,35
Verificarea conditiei: np=100*0,35=35>10

fx(1-f) fx(1-f)
950 1c: U ‘196\/ - ’f+196\/ ra—

95% IC: [0,26;0,44]

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala
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Factori care influenteaza largimea/precizia unui

interval de incredere (IC)

» Largimea unui interval de incredere (IC) este determinata de: n, o si «:
 DACA:

* «n» creste, largimea lui IC scade

* Deviatia standard (o): variabilitatea creste = largimea creste (relatie de directa
proportionalitate),

* Nivelul de incredere creste (deci a diminueaza) = largimea creste
* Riscul a creste = largimea scade

e Largimea unui interval de incredere (IC) cuantifica precizia estimarii:

e DacaIC estlarg = estimare imprecisa/slaba
* Daca IC est ingust = estimare precisa

a/2

Niveau (1 - a)

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala
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Exemple de probleme

E1. * Dorim sa calculam intervalul de incredere al mediei circumferintei
abdominale intr-o populatie cunoscand datele pe un esantion de 26 subiecti.
Valoarea critica a cuantilei de interes este 2,06. Media circumferintei abdominale
este 63 cm si deviatia standard a esantionului este 7 cm.

Care este intervalul de incredere de 95% pentru circumferinta abdominala pe
populatie?

A. [60.12; 65.88]
B. [60.26; 65.74]
C. [42.41; 83.59]
D. [60.06; 65.94]
E. [60.17; 65.83]

R1.A
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Exemple de probleme

E2. * Dorim sa calculam intervalul de incredere al mediei circumferintei abdominale
intr-o populatie cunoscand datele pe un esantion de 16 subiecti. Valoarea critica a
cuantilei de interes este 2,13. Media circumferintei abdominale este 63 cm si
deviatia standard de esantionare este 7 cm.

Care este intervalul de incredere de 95% pentru circumferinta abdominala pe
populatie?

A. [60.12; 65.88]
B. [59.27; 66.73]
C. [42.41; 83.59]
D. [60.06; 65.94]
E. [60.17; 65.83]

R2.B

22/11/2023 Biostatistica & Informatica Medicala
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Exemple de probleme

E3. * Dorim sa calculam intervalul de incredere al frecventei gripei intr-o

populatie cunoscand datele pe un esantion de 100 pacienti. In esantion, 10
dintre subiecti au avut gripa.

Care este intervalul de incredere de 95% pentru prevalenta gripei ?
A. [0.04; 0.16]
B.[-0.01; 0.21]

-0.01; 0.21]

0; 0.2]

0.07; 0.13]

[ p—

C.
D.
E.

[ p—

R3.A
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MULTUMESC PENTRU ATENTIE!
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